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Examen Individual

NIVEL 111

Instrucciones: El examen consta de dos partes. La parte A consta de 12 pro-
blemas con un valor de 5 puntos cada uno. En estos problemas solo se toma en
cuenta la respuesta final, que debe ser claramente escrita en el espacio correspon-
diente a cada problema. La parte B consta de 3 problemas de redaccién libre
y con un valor de 20 puntos cada uno. En estos problemas es posible acumular
puntos parciales. La duracién del examen es de 120 minutos.

Parte A

Problema 1 (COAHUILA) Isaac y Alfredo juegan a lanzar dados de la siguiente manera.
Isaac lanza un dado y apunta el numero que salio en su libreta, luego vuelve a lanzar el dado
y apunta el numero que le salié a la derecha del nimero que ya habia escrito, formando asi
un numero de 2 cifras. Luego, Alfredo hace lo mismo que hizo Isaac. ;Cudl es la probabilidad

de que el numero de Alfredo sea mayor que el numero de Isaac? R: 35/72

Solucién: Como un dado tiene 6 nimeros, en total se pueden formar 6 x 6 = 62 ntimeros
de dos cifras. Por tanto, la totalidad de casos (tomando en cuenta tanto los tiros de Isaac
como de Alfredo) es 62 x 62 = 6*. Por otro lado, notemos que en 62 casos Isaac y Alfredo
obtienen los mismos resultados. Por tanto, en 6* — 62 casos los resultados son distintos, y
de ellos, la mitad corresponden al caso en que el nimero de Alfredo es mayor. Por tanto la
probabilidad buscada es igual a

(6 —62)/2 1 1 35

6 RGO

Problema 2 (COMITE) Sea ABCD un cuadrildtero tal que AB = 3 c¢m, BC = 4 ¢m,
DC =13 em y AD =12 em. Si ZABC' es recto, calcula el drea (en cm?) de ABCD. R: 36

A

D
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Solucién Por el Teorema de Pitdgoras AC = vV AB? + BC? = 5. Por otro lado, note-
mos que AD? + AC? = 122 + 5% = 132 = DC?. Entonces, por el reciproco del Teorema
de Pitagoras tenemos que ADC es un tridngulo rectangulo y ZDAC es recto. Por tanto

[ABCD] = [ABC| + [ADC] =34 +5- 12 =36 cm?.

Problema 3 (COMITE’) En una escuela hay 8 alumnos que desean formar equipos de 3.
¢ Cudntos equipos se pueden formar, si es permitido que dos equipos tengan a lo mds un
alumno en comun?

Solucidn: Si1,2,3,4,5,6,7,8 son los alumnos, se pueden formar 8 equipos asi: (1,2, 3),
(1,4,5), (1,6,7), (2,4,6), (2,5,8), (3,4,8), (3,5,7), (6,7,8).
Si Ai,..., A, son los equipos, entonces [A;] =3 con1<j <8 y|ANA;|<1sii#j. Si
existe a que esté en cuatro distintas A; y como solo hay un alumno comun en dos equipos,
los otros 8 alumnos que se necesitan para los 4 equipos deben ser diferentes, por lo que
deberd haber al menos 1 + 2 -4 = 9 alumnos, lo cual no es posible. Por lo que un alumno
pertenecerd a lo més a 3 equipos. Luego con los 8 alumnos podemos formar a lo mas 8—:'33
equipos, es decir, el nimero de equipos n debe cumplir que n < % =8.

Problema 4 (COMITE) En una competencia internacional de matemdticas, el 28% de los
concursantes son de Asia, el 10% de Oceanta. Los concursantes de Africa junto con los de
Europa son el 40% del total, ademds Asia tiene 66 alumnos mds que los alumnos de Afm'ca
y entre alumnos de Europa y de Oceania hay 187 alumnos. ;Cudntos concursantes europeos
participaron?

Solucién: Sea T el total de concursantes. De Asia hay A = %T, de Oceania O = %T

y entre africanos y europeos hay Af + E = %T. También se tiene que A = Af + 66 y
E + O =187, por lo que

40 28 10
—T=A E=(A- 187-0)= —T — 187 — —T
100 f+ ( 66) + (187 — O) 100 66 + 187 T
luego
4
A0 B o
100 100

por lo que T = §(12100) = 550. Asi a la competencia asistieron 550 alumnos. De Oceania
asistieron 55 alumnos que corresponden al 10%, y como F + O = 187, se tiene que asistieron
de Europa 187 — 55 = 132 competidores.

Problema 5 (COMITE’) Sea ABCD un rectangulo donde su diagonal AC' y @ un punto
sobre BC' tal que ZBAQ = ZQAD y ZQAD = 15°. Encuentra la medida en grados del
dngulo ZBOQ, donde O es el punto medio de AC.

Solucién: Denotemos por P la interseccion de AQ y BO. Como /BAQ = 45° y
ZQAC = 15° se tiene que ZBAO = 60° y como O es punto de interseccion de las diagonales,



Nombre/ SOLUCIONES |Estadof | Nivel

/Z0BC = Z/BCO = ZOAD = 30°, luego ZABO = 60°, por lo que el tridngulo ABO es
equildtero. Luego ZAPB = 180° — 60° — 45° = 75°.

Como ABQ es un tridngulo rectangulo isésceles con AB = BQ y como ABO es equildtero
se tiene que BO = AB = BQ), luego OBQ es is6sceles y como ZOBQ = 30° se tiene que
ZBOQ = £ZBQO = 75°.

Problema 6 (COMITE’) Encuentra el mayor nimero entero positivo n, tal que n? +2018n
sea un cuadrado perfecto.

Solucién: Sea m tal que n? + 2018n = (n + m)?. Desarrollando y simplificando
2
obtenemos n = 201877172 Notemos que se trata de una funcién creciente en m para
—2m
1 <m < 1008. Ademas la expresion no esta definida para m = 1009 y n < 0 si m > 1010.

10082

Asf que el mdximo se alcanza en m = 1008. Entonces n = ==

Problema 7 (C’OMITE') La coleccion de nimeros a,, se define como sigue:

2a

n
ar=1 y an+1:ma
n

para n > 1.

Encuentra el valor numérico de agr.

Solucién: La ecuacion de recursién se re-escribe asi

1 243, 1 3
= — +

an+1 2a, an, 2
Sibn = g, entonces by1 = b+ § = bu145:2= ... = b +5-n. Luego, bsy = by + 566 =
1+ 3(33) = 100 por lo que agr = 13-

Problema 8 (MICHOACAN) Sea ABC' un triangulo isdsceles cuyo dngulo en A mide 24°,
siendo este el dngulo desigual. Un punto D en la circunferencia de centro C y radio AC' es tal
que BD interseca al segmento AC. La perpendicular a BC por D corta a la circunferencia
en E. Encuentra ZADB + Z/BFEA.
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Solucién: BC corta a la circunferencia en F' con B entre F' y C. Notemos que el
triangulo F'DE es isésceles y por tanto /FDB = /FEB. Por tanto

LADB+ /BEA = /ADB-/FDB+ /BEA+ /ZFEB
= [LADF + ZAEF =2/ADF = LZACF
180° — 24°
= —_— = 780.
2

Problema 9 (COAHUILA) Lupita quiere invitarle un helado a cada uno de sus amigos
Hugo, Ricardo y Deeds. Para ello tiene tres conos y 7 bolas de helado para repartir: 2 de
chocolate, 2 de wvainilla, 2 de fresa y 1 de limén. sDe cudntas maneras puede formar y
repartir los helados, si cada uno de sus amigos debe tener un nimero distinto (no negativo)
de bolas en su helado? Nota: Las bolas del mismo sabor son idénticos entre si, pero el orden
en que se distribuyen las bolas en un cono si importa. Por ejemplo, los siguientes dos helados
son distintos.

Solucién: Primero notemos que las diferentes formas de escribir a 7 como la suma de
tres enteros positivos son: 5+1+1,44+2+1,3+3+1y 3+ 2+ 2. De estas, la tinica que
tiene tres sumandos distintos es 4 + 2 + 1. Si ponemos todas las bolas de helado juntas se
forma una “palabra” de longitud 7 con 2 C’s, 2 V’s, 2 F’s y 1 L. Usando permutaciones
con repeticiéon vemos que hay .

2121211
de estas palabras. Ahora bien, una palabra da origen a una forma de hacer 3 helados,
simplemente dividiéndola en segmentos de longitud 4, 2 y 1 (ver figura).

630
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{
0000 OO0 O

Finalmente, solo basta permutar estos helados entre Hugo, Ricardo y Deeds para obtener
todas las formas requeridas. La respuesta es 3! x 630 = 3780.

Problema 10 (CHIAPAS) Sea P un poligono reqular de n lados y vértices Vi, Vo, -+, V,,
y sea O su centro. Determina todos los posibles valores de n para que la bisectriz de ZVoV10
pase por Vs.

Solucién 1: Por ser P regular, el angulo interno ZV,V;V,, es, en grados,

— 2)180°
vy, = 2

V

v, lv

E]

Como V10 es la bisectriz de ZV5V1V,, se tiene que Z1VL V10 = %. Por la hipétesis se
tiene

1 —2)4
LVaViVs = S LV = (=245

Como el segmento V7 V3 es perpendicular al segmento V50, y ZVoOVy = g, por ser central;

0V V3 4+ ZVo0Vy = 90°. Sustituimos por los valores de ZOV1 V3 v ZVo0V7, esto es:

(n—2)45°  360°
+ =
n n

90

Multiplicando la ecuacién anterior por & se llega a (n — 2) 48 = 2n, con lo cual n = 6.

Solucién 2: Consideremos el cuadrilatero OV; V5 V3 que se forma de unir los dos tridngulos
isdsceles congruentes OV1Vy y OVL Vs . Es claro que OVs es perpendicular a Vi V3 vy que los
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tridngulos V1V5oV3 y OV1 V3 son tridngulos isdsceles. Sea P la interseccion de OVs y ViV,
los cuatro tridngulos PViVa, PV3V,, PV30, PV;0O, son congruentes (por criterio ALA).
Luego OV;V4V3 es un rombo y en consecuencia OV;V5 es un tridngulo equilatero, por lo
que ZV10V, = 60°. Pero por otro lado, ZV;0V; = %, por ser angulo central del poligono

regular de n lados. Igualando los valores de ZV;OV5 obtenemos n = 6.

Problema 11 (COMITE) Una lancha cuando se desplaza en un rio tranquilo va 9 km/h.
Un dia que habia corriente en el rio, José recorrio un kilometro de ida y un kilometro de
regreso en 15 minutos. §Cudl era la velocidad, en km/h, de la corriente del rio ese dia?

Solucién: Si v es la velocidad de la corriente, la lancha avanza a (9 + v) km/h cuando
va a favor de la corriente y a (9 — v) km/h cuando va en contra de la corriente. Si ¢; es el
tiempo que tarda cuando va con la corriente a su favor, entonces se cumple que (9+v)t; = 1.
Y si tg es el tiempo que tarda en recorrer el kildémetro cuando va contra corriente entonces
(9—w)te = 1. Nos dicen que tq +to = ih, luego i =t1+ty = 941-1; + 9_%. Esto es equivalente
921_8U2 = i, es decir 4 - 18 = 81 — v2, por lo que v? = 81 — 72 = 9 y entonces v = 3 km/h.

a

Problema 12 (SINALOA) En la siguiente figura, ACDE es un rectingulo y se han dibu-
jado la circunferencia inscrita al tridngulo AFE y su didmetro paralelo al lado FE. En-
cuentra la longitud (en cm) de AB.

c A
45°
4 cm
B
D F E

Solucién: Denotemos por r y s los valores del inradio y el semiperimetro del tridngulo

AFE, respectivamente. Tenemos que Area(AFE) = % = ?5—4 = 6, por otro lado
. 3+4+5
Area (AFE)=s-r = (—~_2+> r=06r=6r=6=r=1.
c 7 A

45°

~

]
=
Y ]
o

/4
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Siendo A’ y F’ como en la figura e I el incentro del AAFE, IF'EA’ forman un cuadrado
de lado r = 1, por lo que EF’ =1y por Tales se concluye que

!
AB _AF

AB _AF'-AF 3.5 15
AF  F'E - F'E 4
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Parte B

Problema 13 (COMITE’) En cada una de las 10 regiones en que se ha dividido el circulo
de la figura se colocan 8 fichas. Un movimiento consiste en mover una ficha a una region
vecina (es decir, a una region que comparte un radio). ;Es posible que después de 2018
movimientos todas las fichas se encuentren en la misma region? Justifica tu respuesta.

Solucién: La respuesta es no. Supongamos que si es posible hacerlo, y pintemos de
negro la regién correspondiente. Coloreamos las nueve regiones restantes alternadamente de
gris y blanco como se muestra en la figura.

Observamos que si una ficha se encuentra en una regién pintada de blanco, entonces
requirirda de un nimero impar de movimientos para llegar a la region roja, en tanto que una
ficha ubicada en una regién negra ocupard un ntmero par de movimientos. De ese modo,
hay 3 x 5 = 15 fichas que requerirdn cada una un nimero impar de movimientos para llegar
a la regién negra, haciendo un total impar de moviemientos. Por otro lado, las fichas de las
casillas grises requieren un total par de movimientos. Asi, el niimero de movimientos para

llegar a la configuraciéon deseada debe ser necesariamente impar, y por tanto no puede ser
2018.
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Problema 14 (C’OMITE’) Ana tiene cuatro hermanas -Berta, Ceci, Diana y FElena-. Su
edad actual es un ndmero impar menor que 30. Cuando Berta tenga el triple de la edad de
Ana se cumplirdan las aiguientes relaciones:

1. La suma de las edades que tendran en ese entonces Ana y Ceci serd igual a la suma
de las edades actuales de todas las hermanas.

2. La edad de Diana serd el triple de su edad actual.

3. La edad de Elena serd un ano mds que el doble de la edad actual de Berta.

Halla la suma de las edades de Ana y Berta.

Solucién Sea zx la cantidad de anos entre el presente y el momento en el que Berta tenga
el triple de la edad actual de Ana. Entonces, los enunciados se traducen en el siguiente
sistema de ecuaciones:

Btz = 34, (1)

A+z+C+z = A+B+C+D+E, (2)

D+x = 3D, (3)

E+z = 2B+1. (4)

De la ecuacién (3) podemos ver que = = 2D. Sustituyendo este valor en las ecuaciones (2)

y (4) y resolviendo el sistema resultante obtenemos

B+1 4B
3B + B —4—3'

D= :
5 5

Sustituyendo z = 2D = GBT” en la ecuacién (1) obtenemos
15A=11B + 2.
Ademas, como A es impar entonces 118 + 2 debe terminar en 5, por lo que B debe terminar
en 3. Por otro lado, como A < 29 entonces tenemos la desigualdad
154 — 2 15-29 —2
B = <l
11 11

asi que B = 3,13,23,33. Probando estos casos, verificamos que la tnica solucién entera es
B =23y A=17. Por lo tanto, la suma de las edades de Ana y Berta es 23 4+ 17 = 40.

| =39,

Nota: También se puede resolver la ecuacién diofantina por los métodos usuales y
encontrar que B = 23 es la tnica solucién impar con 1 < A < 29.

Problema 15 (COMITE’) En la figura, el sector AOB representa una cuarta parte de un
circulo de radio v = 1 y el punto C satisface que ZBOC = 45°. Sea P un punto sobre
segmento OB (distinto de O y de B). Se trazan los segmentos AP y CP para conformar
la region sombreada. Demuestra que el drea de la region sombreada es menor al drea de la
region sin sombrear.
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Solucién 1: Sean x = OP y @ el pie de la altura de C sobre OB.

Notemos que la regién sin sombrear estd compuesta de dos partes. Primero, Area(OAP) =
r- 5 = 5. El drea de la segunda parte se puede calcular restando al drea del sector COB
el drea de AOCP. Ahora bien, AOCQ es rectdngulo isésceles de hipotenusa r = 1, asi que

cqQ = % Por tanto

Area(sector COB) — Area(OCP) _T_ M = g _

8 2 22

De este modo, tenemos la desigualdad

x n i x

2 8 22
En otras palabras, la regién sin sombrear tiene siempre un area mayor a la mitad del area
del sector OAB. FEn consecuencia, la regién sombreada siempre tndra menor area que la
region sin sombrear.

2—-1
\[ xr >

N m
2 8"

|3

Solucién 2: Sea R la interseccién de APy OC. Es claro que Area(AOP) > Area(COP)
ya que estos tridngulos tienen por base comun a OP, y la altura desde A es mayor a la

a}tura desde P./ Como el tridngulo ROP es comun a estos dos tridngulos se tiene que
Area(AOR) > Area(CRP), luego

Area(regién sombreada) < Area(sector AOC) < Area(regién sin sombrear)
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Prueba por Equipos
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Estado: _____________________________
Integrantes:

Instrucciones: Los problemas de la Prueba por Equipos estan enlis-
tados por orden de dificultad, pero cada uno vale lo mismo (40 puntos).
Para los problemas 1, 3, 5, 7, solo se tomara en cuenta el resultado final
y no se otorgaran puntos parciales. Los problemas 2, 4, 6, 8, requieren
una solucién completa y se podran otorgar puntos parciales. La du-
racién del examen es 70 minutos, que se distribuird de la siguiente
manera: (i) Durante los primeros 10 minutos, todos los integrantes del
equipo podran discutir y distribuirse entre ellos los primeros 6 prob-
lemas, de manera que cada miembro del equipo resuelva al menos un
problema. En estos 10 minutos no se puede escribir. (ii) Durante los
siguientes 35 minutos, cada participante trabajara individualmente en
los problemas que se le asignaron. (iii) Durante los tiltimos 25 minutos
todos los miembros del equipo trabajaran en la solucién de los ultimos
dos problemas.
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Problema 1 (TABASCO) Sea A = {2,5,8,11,...,2018}, cada nimero a partir del se-
gundo, es el anterior mds 3. Determina el minimo valor k tal que si escogemos k numeros
del conjunto A, necesariamente hay dos distintos cuya suma sea 2020.

Solucién: Notemos primero que A = {3n 42 : 0 < n < 672}, queremos asegurar que
existen n y m tales que 3n + 2 4+ 3m + 2 = 2020, es decir n + m = 672. Agrupamos los
nameros del 0 al 672, en los conjuntos

{0,672}, {1,671}, ..., {335,337} {336}.

Notemos que cada uno de ellos, excepto el conjunto {336} es de la forma {n,672 — n},
garantizando asi que si escogemos dos numeros del mismo conjunto, hallamos la pareja
(3n+2,3(672 —n) +2) cuya suma es 2020. Usando el principio de las casillas necesitariamos
al menos 338 nimeros para garantizar que esto pasa. Entonces k = 338.
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Problema 2 (COMITE’) Todos los numeros impares se dividen en grupos como se indica:
{1}, {3,5}, {7,9,11}, {13,15,17,19}, ...
¢Cudl es la suma de los elementos del décimo grupo?

Solucién: Después de hacer algunos casos, surge la conjetura que la suma de los el-
ementos del n-ésimo grupo es n3. Para demostrarlo, notemos que el n-ésimo grupo estd

-1 1
conformado por los los impares desde 2 (n(n?)> + 1 hasta 2 (n(n;—)) — 1. Como la

suma 1+ 3+ 5+ ---+ 2k — 1 es igual a k2, entonces tenemos que los elementos del n-ésimo
bloque suman

{n(n; 1)} 2 [n(n2 1)}2 _ (n* 4207 +n?) ; (n* —2m® +n?) _ 4

Por tanto, la respuesta es 10% = 1000.

Criterio 1

15 puntos Encontrar el primer ellemento del conjunto (91).
10 puntos Encontrar ultimo elemento del conjunto (109).

10 puntos Sumar correctamente (1000).
(Escribir COMPLETAMENTE el conjunto y fallar la suma son 35 puntos)

Criterio 2

10 puntos Conjeturar n>.

13 puntos Ubicar algebraicamente los extremoe de un bloque.
10 puntos Expresar suma del k—esimo bloque.
5 puntos Simplificar.

2 puntos Concluir.



Nombre/ SOLUCIONES |Estadof | Nivel

Problema 3 (COMITE’) Un tridngulo ABC' tiene sus vértices sobre una circunferencia con
centro O, ademds se cumple la siguiente propiedad: si O, C' son simétricos con respecto a
C se cumple que ZCC'A = LZABC. Encuentra el valor (en grados) del dngulo ZABC.

Solucién: Sea 8 = ZABC. Consideremos a O’ el centro del circuncirculo de ACC’. Por
la medida del dngulo inscrito Z/OO'A =2/CC'A = 2/ ABC = 2. Tenemos también por ser
isésceles los tridngulos AO'C'y AOC, que ZO'AC = ZACO' =90° -3 = LZCOA = ZOCA,
por lo que son congruentes los tridngulos AO'C'y AOC, luego O'C = O'A = OA = OC.
Como Z0CO" = 180° —24, se tiene que ZO'CC’ = 180°—Z0C0O' =2y O'C = OC = CC’
y como O'C = O'C’ (ya que O’ es el centro del circuncirculo de ACC"), luego CC'O’ es un
tridngulo equildtero, de donde ZO'CC’ = 283 = 60°, por lo que 3 = 30°.
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Problema 4 (MICHOACAN) Encuentra todas las parejas de enteros positivos (a,r) tales
que el nimero N = a® + (a +7)% + (a + 2r)% + (a + 3r)% + (a + 47)? tenga todas sus cifras
1quales.

Solucién: Sea ¢ = a + 2r, entoncesl
N=(c—2r)2+(c—r)++(c+7)?+ (c+2r)? =5+ 10r°

tiene todas su cifras iguales. Como N es divisible entre 5 entonces acaba en 5 o 0. Luego
todas las cifras del N deberan ser 0 o 5. El primer caso implica que N = 0 y en consecuencia
a =1 =0, lo cual es absurdo. En el segundo caso tenemos que % = ¢? + 212 tiene todas sus
cifras iguales a 1. Por tanto, si N/5 tiene tres cifras o mds, entonces N/5 = 111 = 7 mod
8. Sin embargo, dado que los cuadrados son congruentes a 0,1 o 4 mod 8 entonces tenemos
que ¢ + 2k? es conguente a 0,1,2,4 0 6 mod 8, lo cual es contradictorio. Por tanto tenemos
que N/5 =10 N/5 = 11. El primer caso implica k =0 porloquea=b=c=d=e =1,
llegando nuevamente a un absurdo. Finalmente, al resolver ¢? 4+ 2k? = 11 obtenemos ¢ = 3
y k = 1. De este modo, la tinica solucién es la progresion 1,2;3,4,5.

Criterio.

5 pts. Demostrar que 5 divide a N.
10 pts. N=55...50 N =00...0 y descartar (0,0).
5 pts. Encontrar la pareja (1,1).

20 pts. Demostrar que (a,r) # (1,1) no funciona.

Ria=10=2c=3,d=4,e=5
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Problema 5 (TABASCO) Los nimeros creativos son nimeros de 4 cifras abed tales que los
numeros de dos cifras ab, cd son ambos pares. Ademds, la suma de sus digitos es un numero
primo. Por ejemplo, 2018 es numero creativo, ya que ab = 20 y cd = 18 son numeros pares
de dos cifras y su suma 2+0+14+8 = 11 es un numero primo. ;Cudntos numeros creativos
menores o iguales al 2018 hay?

Solucién: Haremos una demostracion por casos. Como abed < 2108 entonces tenemos
que a =1 0 a = 2. Cuando a = 1 entonces tenemos la ecuacién

b+c+d=p—1

Si p = 2, entonces la tnica solucién es b = d = 0, ¢ = 1, por lo que el tnico nimero
creativo en este caso es 1010. Si p es un primo impar, dado que b y d son pares, por paridad
concluimos que ¢ también lo es. Ademds, como cd es un nimero de dos cifras tenemos que
¢ # 0. Por tanto, podemos hacer el cambio de variables b = 2B, ¢ =2(C+1),d=2Dy
transformar la ecuacién anterior en
-3
B+C+D="22"
sujeta a las condiciones 0 < B < 4, 0 < (C < 3,0 < D < 4. Por tanto tenemos que
-3
pT <4+3+4=11y en consecuencia p < 25. La siguiente tabla ilustra los valores

correspondientes a los primos p que cumplen la desigualdad.

p |35 |7 11|13 |17 |19 | 23
210|124 ]5 ]| 7]8]10

«

En cada caso se puede resolver la ecuacién usando el método de separadores y el principio
de inclusién-exclusién. La siguiente tabla muestra todas las posibilidades:

% Soluciones Total
0 @ 1
1 (i) 3
2 (2) 6
4 (5) = () 14
5 ) -10) 2] 10
d ) - 10) + 2] 1
S IR R R
10 | ) =[G +2]+ 2R +G)] ] 3

Asi que hay un total de 67 soluciones en este caso. Finalmente, consideremos el caso a = 2
tenemos que p debe ser impar y las tnicas posibilidades son 2010, 2012, 2014 y 2018. Hemos
probado asi que hay 1 + 67 + 4 = 72 ntmeros creativos.
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Problema 6 (COMITE’) Sea ABCD un cuadrildtero, como se indica en la figura. Muestra
que si los cuatro tridngulos ABC, BCD, CDA, DAB, tienen el mismo perimetro, entonces
ABCD es un rectingulo.

Solucién: Supongamos que a = AB, b= BC,c=CD,d=DA,e=AC vy f=BD. Si
los perimetros de los tridngulos son iguales, se tiene que

a+b+e=b+c+f=c+d+e=d+a+f

Luego
at+e = c+f
b+f = d+e
ct+te = a+f
b+e = d+f

de donde: a—c= f—e=d—b=e— f. Ahora como, f—e = e— f, se tiene que e = f. Luego
a=c, f=e, d=10. Peroun cuadrilatero con lados opuestos iguales y con las diagonales
iguales, tiene que ser un rectangulo.

Criterio.

10 pts. Plantear sus ecuaciones y su igualdad.
12 pts. Utilizar las ecuaciones para ver la igualdad entre los lados.
14 pts. Utilizar las ecuaciones para que las diagonales son iguales.

4 pts. Concluir: como las diagonales son iguales, es rectngulo
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Problema 7 (HIDALGO) Consideramos un tablero de 8 x 8. El Batab es una pieza que
puede moverse de una casilla a otra vecina (que comparte un lado). Un camino del Mayab
es un camino que va de una casilla inicial a una final tal que:

1. Consta exclusivamente de movimientos del Batab.

2. En cada paso se aleja del punto inicial y se acerca al punto final.

Se coloca una ficha verde en una casilla y una ficha naranja en otra distinta. Y luego se
coloca una ficha blanca en una casilla que estd dentro de un camino del Mayab que va de
la ficha verde a la ficha naranja. Llamamos T al nimero total de caminos del Mayab que
van de la ficha verde a la naranja pasando por la ficha blanca. Encuentra el nimero total
de formas distintas en que se pueden colocar las tres fichas de modo que 49 divida a T .

Solucién: Observemos primero que el nimero de caminos del Mayab que van de una
casilla x a una casilla y es igual a (mr‘:") = (m::") donde m es el ntimero de casillas que
hay que recorrer en direcciéon horizontal para ir de = a y, y n las que hay que recorrer en

direccién vertical. Entonces tenemos que

T_ <a+b> (c+d)
a c
donde el primer factor corresponde al recorrido de la ficha verde a la blanca, y el segundo al
recorrido de la ficha blanca a la naranja. El camino del Mayab més largo, correspondiente a
ir de una esquina del tablero a la opuesta en diagonal, tiene 14 movimientos. Como la ficha
blanca no puede estar en una esquina se tiene que a+b < 13 y ¢+d < 13, y se sigue que en

los coeficientes binomiales considerados a lo mucho hay un factor 7, por lo que 49 no puede
dividir a ninguno de los dos. Por lo tanto 7 divide a ambos.

Ambos recorridos tienen que tener entonces al menos 7 movimientos, y como la suma de
ambos no puede exceder 14, por fuerza a4+ b =7 = ¢+ d. Esto corresponde a que el camino
del Mayab de la verde a la naranja tiene 14 movimientos, y por lo tanto ambas fichas deben
estar en esquinas opuestas del tablero. El valor de a y el de ¢ es cualquier nimero del 1 al
6, lo que significa que la ficha blanca puede estar en cualquier casilla del interior del tablero
(que no esté en las orillas). Con esto, obtenemos el valor de T = 4 - 36 = 144 (4 formas de
elegir la esquina verde y 36 de colocar la blanca).
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Problema 8 (COMITE’) Los gemelos Addn y Beto van de su casa a la escuela. Addn, corre
la mitad del trayecto y camina la otra mitad, mientras que Beto corre la mitad del tiempo y
camina la otra mitad del tiempo. Los dos corren a una misma velocidad v1 y los dos caminan
a una misma velocidad vo. 5Quién de ellos llega primero? Justifica tu respuesta.

Solucién: Sean d la distancia entre la casa y la escuela, v; la velocidad en que corren y v
la velocidad en que caminan. Si Adan tarda ¢; horas en correr la mitad del trayecto y to
horas en caminar la otra mitad, se tiene que g = v1t1 = wate. Por lo que su recorrido lo

hace en el tiempo
d d d V1 + V2
tity=—+— == .
! 2 2u1 209 2 ( V1Vg >

Por otro lado Beto se mueve con diferentes velocidades en tiempos iguales, si tarda ¢ horas
en hacer el recorrido, entonces

d t-‘r ! 1 t 2d
= V1= Vo — or 10 que t = .
12 22713 q V1 + Vo

Ahora comparemos los tiempos en que tardan en llegar,

d [ vitv
t1 + to 2 ( ;11)22) N (Ul —‘r’Ug)Q

= I =
t Titos 4’[)1’1)2

Pero vyvg < (%ﬂ)z (por la desigualdad MG — M A), por lo que @ > 1, y entonces
t1 + t2 > t, pero a menos que v; = v, se tiene que t1 + to > t; en consecuencia Beto llega
primero.

Criterio.

(7pt) Traducir Addn corre la mitad del trayecto, camina la otra mitad,

2 U1l V2l2

(7pt) Traducir Beto corre la mitad de tiempo y camina la otra mitad,

4 t
d:d1+d2:1}1§+’02§

(7pt) Encontrar el tiempo de recorrido de Adén:

d (v +v
TA=t1+t2=<1 2)-
2 V102

(7pt) Encontrar el tiempo de recorrido de Beto:

2d
V1 + V2

Tp =
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e (8pt) Comparar:
Ta _ (v1 + v2)?

= >1
T 4vqv2 -

(v1 — v2)?

Th—Tg=d——F—"——
4 B 21)1’02(’1)1 + UQ)

>0

e (2 pts) Concluir: v; = vg, entonces llegan al mismo tiempo (detalle)

e (2 pts) vy # vy, entonces Beto llega primero.
Criterio 2.

5 pts v > vs
10 pts. Beto corre ms distancia que la que camina.
20 pts. Comparar tramo a tramo efectivamente.

5 pts. Concluir.



