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Examen Individual

NIVEL 11

Instrucciones: El examen consta de dos partes. La parte A consta de 12 pro-
blemas con un valor de 5 puntos cada uno. En estos problemas solo se toma en
cuenta la respuesta final, que debe ser claramente escrita en el espacio correspon-
diente a cada problema. La parte B consta de 3 problemas de redaccion libre
y con un valor de 20 puntos cada uno. En estos problemas es posible acumular
puntos parciales. La duracién del examen es de 120 minutos.

Parte A

Problema 1 (JALISCO) ;Cudntos nimeros primos dividen a 73% — 312 — 917

Solucién: Notemos que

732 -312-91 = (7T3+31)(73-31)—-91=(2°-13)(2-3-7)—7-13
7-13(2*-3—-1)=7-13-47.

Por tanto, son 3 primos los que dividen a 73% — 312 — 91.

Problema 2 (COMITE) La siguiente figura se formd con dos cuadrados de lado 1 c¢m, el
ABCD y el AB'C'D’, de manera que AB' estd sobre la diagonal AC. Sea E el punto de

interseccion de B'C' con CD.
D\E .
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Encuentra el drea, en cm? del cuadrildtero AB'ED. R:vV2-1

Solucién: Notemos que AB'ED es un cuadrildtero con /B" = ZD = 90°, ademés
AB'=AD =1y DE = EB’ = /2 — 1. Luego,

. P . . AB'-EB’ 1
Area(AB'ED) = Area(ADE)+Area(AB'E) = 2Area(AB'E) = 2———— =V2-1= ———.
2 V241
Problema 3 (COMITE’) En un baile de la escuela, cada alumno bailé con 3 alumnas y cada
alumna baild con 6 alumnos. Si al baile asistieron 90 personas entre alumnas y alumnos,
seudntos alumnos fueron al baile? R: 60

Solucién: Si hay A alumnos, entonces hubo 3A parejas que se formaron para bailar, y
si B es el nimero de alumnas, se formaron 6B parejas de baile. Como 3A = 6B, se tiene
que A =2B y como A+ B = 90, se tiene que A =60y B = 30.

Problema 4 (CIUDAD DE ME'XICO) Un rectangulo se divide en tres rectangulos mds
pequenos como se muestra en la figura. Cada uno de los rectdngulos mds pequeno cumple
que sus lados estdn en la misma proporcion que los lados del rectdngulo grande. En cada
uno de los cuatro rectangulos, scudl es la razon de la longitud del lado mds grande entre la
longitud del lado mds pequeno? R: /2

Solucién: Supongamos que la longitud de los lados mayores de los rectangulos més
pequenos es igual a y y la longitud de sus lados menores es x. Mientras que la longitud del
lado menor del rectagulo mediano es igual a a y su lado mayor vale 2x. Como los lados
los lados de los rectangulos pequenos y grande, estan en la misma proporcién tenemos la
siguiente ecuacion:

y_aty
r 2z
2y  a+y . [
por lo tanto % = 95 de donde se concluye que a = y. Finalmente, de que el rectangulo
x

pequeno y el rectangulo mediano tienen la misma proporcién se obtiene

y 2z 2

=y e

por lo que (y/x)? =2,y y/z = /2.
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Problema 5 (COAHUILA) Isaac y Alfredo juegan a lanzar dados de la siguiente manera.
Isaac lanza un dado y apunta el numero que salio en su libreta, luego vuelve a lanzar el dado
y apunta el numero que le salié a la derecha del nimero que ya habia escrito, formando
asi un numero de 2 digitos. Luego, Alfredo hace lo mismo que hizo Isaac. ;Cudl es la
probabilidad de que el nimero de Alfredo sea mayor que el nimero de Isaac?

Solucién: Como un dado tiene 6 nimeros, en total se pueden formar 6 x 6 = 62 ntimeros
de dos cifras. Por tanto, la totalidad de casos (tomando en cuenta tanto los tiros de Isaac
como de Alfredo) es 62 x 62 = 6*. Por otro lado, notemos que en 62 casos Isaac y Alfredo
obtienen los mismos resultados. Por tanto, en 6* — 62 casos los resultados son distintos, y
de ellos, la mitad corresponden al caso en que el nimero de Alfredo es mayor. Por tanto la
probabilidad buscada es igual a

(6*-6%/2 1 1 35

Problema 6 (CIUDAD DE MEXICO) Sean ABC' un tridngulo rectingulo con ZABC =
90°, D un punto que cumple que BDC y ABC son tridngulos semejantes, ademds A y D
estan en lados opuestos de BC. El punto E sobre CD cumple que los dngulos ZCAE y
ZEAB son iguales. Si AE es paralelo a BD, jcudnto mide (en grados) el dngulo ZCAB?

c
E
D

Solucién: Como AFE es paralelo a BD, el tridngulo AEC es un tridngulo rectangulo.
Si F' es la interseccién de AE con BC, se tiene que los tridngulos rectangulos ABF y
CFEF son semejantes por tener dngulos en F' congruentes por ser opuestos por el vértice.
Luego o« = L/BAE = /BAF = /FCE = /ZBCE y como ABDC ~ AABC, entonces
a=/BCE = ZBCA. De lo anterior tenemos que 2aa = ZBAC y o = ZBCA, por lo tanto
a=30°y LCAB = 60°.

Problema 7 (TABASCO) Siun tridngulo equildtero y un hexdgono regular tienen el mismo
perimetro y el drea del hexdgono es de 120 em?, jcudl es el drea, en cm?, del tridngulo?

Solucién: Consideremos la siguiente figura, y notemos que el tridngulo ABC' tiene el
mismo perimetro que el hexdgono. Mas atin, el area del tridangulo es % del area del hexagono.

. 4
Por tanto, Area (ABC) = 6120 = 80 cm?
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Problema 8 (COMITE) Sea ABCD un cuadriltero tal que AB = 3 ¢m, BC = 4 cm,
CD =13 ecm y AD =12 c¢m. Si ZABC es recto, calcula el drea, en cm?, de ABCD.

A

Solucién Por el Teorema de Pitdgoras AC = v/ AB? + BC? = 5. Por otro lado, note-
mos que AD? + AC? = 122 4+ 52 = 132 = DC?. Entonces, por el reciproco del Teorema

de Pitdgoras tenemos que ADC es un tridngulo rectdngulo y ZDAC' es recto. Por tanto
[ABCD] = [ABC]+ [ADC] =35 +5- 12 = 36 cm?.

Problema 9 (COM]TE) En una escuela hay 8 alumnos que desean formar equipos de 3.
¢ Cudntos equipos se pueden formar, si es permitido que dos equipos tengan a lo mds un
alumno en comun?

Solucién: Si1,2,3,4,5,6,7,8 son los alumnos, se pueden formar 8 equipos asi: (1,2, 3),
(1,4,5), (1,6,7), (2,4,6), (2,5,8), (3,4,8), (3,5,7), (6,7,8).
Si Ay,..., A, son los equipos, entonces |[A;| =3 con 1 <j <8 y |4, NA;| <1sii#j. Si
existe a que esté en cuatro distintas A; y como solo hay un alumno comun en dos equipos,
los otros 8 alumnos que se necesitan para los 4 equipos deben ser diferentes, por lo que
deberd haber al menos 1 4+ 2 -4 = 9 alumnos, lo cual no es posible. Por lo que un alumno
pertenecera a lo mas a 3 equipos. Luego con los 8 alumnos podemos formar a lo més &2

3
. . , . . 83
equipos, es decir, el nimero de equipos n debe cumplir que n < 5> = 8.

Problema 10 (COMITE’) En una competencia internacional de matemdticas, el 28% de
los concursantes son de Asia, el 10% de Oceanta. Los concursantes de Afm'ca junto con
los de FEuropa son el 40% del total, ademds Asia tiene 66 alumnos mds que los alumnos de
Africa y entre alumnos de Europa y de Oceania hay 187 alumnos. §Cudntos concursantes
europeos participaron?

[R: 36]
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Solucién: Sea T el total de concursantes. De Asia hay A = %T, de Oceania O = %T

y entre africanos y europeos hay Af + £ = %T. También se tiene que A = Af + 66 y
E + O =187, por lo que

40 28 10
—T=A E=(A-66 187 -0)=—T —-66+ 187 — —T
100 U ( )+ ) 100 + 1007
luego
Dp_ Briga
100 100

por lo que T' = %(12100) = 550. Asi a la competencia asistieron 550 alumnos. De Oceania
asistieron 55 alumnos que corresponden al 10%, y como E+O = 187, se tienen que asistieron
de Europa 187 — 55 = 132 competidores.

Problema 11 (COMITE’) Sea ABCD un rectdngulo donde su diagonal AC y @ un punto
sobre BC' tal que ZBAQ = ZQAD y ZQAD = 15°. Encuentra la medida en grados del
dngulo ZBOQ, donde O es el punto medio de AC.

Solucién: Denotemos por P la interseccion de AQ y BO. Como /BAQ = 45° y
ZQAC = 15° se tiene que ZBAO = 60° y como O es punto de interseccion de las diagonales,
/0BC = /BCO = ZOAD = 30°, luego ZABO = 60°, por lo que el tridngulo ABO es
equilatero. Luego ZAPB = 180° — 60° — 45° = 75°.

A D

45°
0

600 P
B 0 c

Como ABQ es un triangulo rectangulo isdsceles con AB = B@Q) y como ABO es equilatero
se tiene que BO = AB = BQ), luego OBQ es is6sceles y como ZOBQ = 30° se tiene que
ZBOQ = £BQO = 75°.

Problema 12 (COMITE’) Encuentra el mayor niimero entero positivo n, tal que n®-+2018n
sea un cuadrado perfecto.

Solucién: Sea m tal que n? + 2018n = (n + m)2. Desarrollando y simplificando
2
obtenemos n = 2018m72 Notemos que se trata de una funcién creciente en m para
—2m
1 <m < 1008. Ademsds la expresién no estd definida para m = 1009 y n < 0 si m > 1010.
10082

Asi que el maximo se alcanza en m = 1008. Entonces n = ==
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Parte B

Problema 13 (COMITE) Muestra que el siguiente nimero

1,68 102
3 5 7 101’
no es un numero entero.
Solucién: Notemos que
4 6 102 3 5 101 1 1 1
N=e_g g2 (2424 4 = 44 ...4 —Y=50+B
3+5+ +101 (3+5+ +101>+(3+5+ +101) +

Por tanto IV es un nimero entero si y solo si el niimero B = % + % 4+ 4 10% es entero. Sea

C =3-5-7-----99, es claro que si B € Z, entonces BC' € Z. Pero, BC' = %—i—%—&—- . -—|—9%+% €
7 & 10% € Z, pero esto ultimo es falso ya que 101 es primo y en la factorizacién en primos
de C el nimero 101 no estd presente.

Problema 14 (COMITE’) En cada una de las 10 regiones en que se ha dividido el circulo
de la figura se colocan 8 fichas. Un movimiento consiste en mover una ficha a una region
vecina (es decir, a una region que comparte un radio). ;Es posible que después de 2018
movimientos todas las fichas se encuentren en la misma region? Justifica tu respuesta.

Solucién: La respuesta es no. Supongamos que si es posible hacerlo, y pintemos de
negro la region correspondiente. Coloreamos las nueve regiones restantes alternadamente de
gris y blanco como se muestra en la figura.
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Observamos que si una ficha se encuentra en una regién pintada de blanco, entonces
requirird de un ntimero impar de movimientos para llegar a la regién roja, en tanto que una
ficha ubicada en una regién negra ocupara un numero par de movimientos. De ese modo,
hay 3 x 5 = 15 fichas que requeriran cada una un nimero impar de movimientos para llegar
a la region negra, haciendo un total impar de moviemientos. Por otro lado, las fichas de las
casillas grises requieren un total par de movimientos. Asi, el nimero de movimientos para
llegar a la configuracién deseada debe ser necesariamente impar, y por tanto no puede ser
2018.

Problema 15 (COMITE) Sea ABCD wun paralelogramo y sean E un punto sobre AB tal
que los dngulos ZADE y Z/EDB son iguales, F la interseccion de DE con BC y G la
intersecion de AD con CE. Muestra que, BC?> = BF - AG.

Solucién: Notemos que los tridngulos ABCFE y AAGE son semejantes, al igual que los
tridngulos ABEF y AAED, por lo que,

BC _BE BE _ BF
AG ~ AE Y AE ~ AD

Luego BC - AD = BF - AG, y como AD = BC, se tiene que BC? = BF - AG.
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Prueba por Equipos

Nivel 11

Estado: _____________________________
Integrantes: _____________________________

Instrucciones: Los problemas de la Prueba por Equipos estan enlis-
tados por orden de dificultad, pero cada uno vale lo mismo (40 puntos).
Para los problemas 1, 3, 5, 7, solo se tomara en cuenta el resultado final
y no se otorgaran puntos parciales. Los problemas 2, 4, 6, 8, requieren
una solucién completa y se podran otorgar puntos parciales. La du-
racién del examen es 70 minutos, que se distribuird de la siguiente
manera: (i) Durante los primeros 10 minutos, todos los integrantes del
equipo podran discutir y distribuirse entre ellos los primeros 6 prob-
lemas, de manera que cada miembro del equipo resuelva al menos un
problema. En estos 10 minutos no se puede escribir. (ii) Durante los
siguientes 35 minutos, cada participante trabajara individualmente en
los problemas que se le asignaron. (iii) Durante los tiltimos 25 minutos
todos los miembros del equipo trabajaran en la solucién de los ultimos
dos problemas.
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Problema 1 (SINALOA) Se acomodan T de los nimeros del 1 al 8 en las caras de la
siguiente figura, de forma que para cada tres caras que se toquen en un mismo circulo la
suma de los numeros en tales caras sea un multiplo de 3. ;Qué niumeros se pueden omitir
en acomodos con esta condicion?.

Solucién: 3 y 6. Si una cara no central tiene un ntimero a multiplo de 3, entonces si
d estd en una cara a dos caras de distancia de a (sin pasar por el centro), estos tienen dos
vecinos en comin, (como se muestra en la figura) si estas tienen los nimeros b y ¢, entonces

a + b+ ¢ es multiplo de 3
b+ ¢+ d es multiplo de 3
= a — d es multiplo de 3.

>

NS T IS

DN AN

Y como a es multiplo de 3, d también lo es. Entonces no puede haber un miltiplo de 3 fuera
del centro ya que habria al menos 3 caras con miltiplos de 3 y del 1 al 8 hay 2 multiplos
de 3. Concluimos que se puede tener a lo mas un miltiplo de 3 y como se omite solo un
nimero este debe ser 3 o 6. Para ambos casos se encuentra un acomodo que funciona.
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Problema 2 (COMITE’) Encuentra el entero positivo mds pequeno de seis digitos que
cumpla que la suma de sus seis digitos sea igual al producto de sus digitos.

Solucién: Ningtn digito debe ser cero y no puede tener 5 o 6 digitos iguales a 1, (ya
que no es posible que se cumpla: 5+a=a 06 =1).
Si tiene 4 digitos iguales a 1, los otros dos digitos a y b cumplen que a + b + 4 = ab, que es
equivalente a que (@ — 1)(b—1) = 5, luego a = 6, b = 2 o bien a = 2, b = 6, entonces el
nimero que se busca es 111162 o 111126, el segundo es el mas pequeno.

Criterio.

2 puntos Notar que ninguno de los dgitos puede ser cero

2 puntos n ="111111" que es el menor, no cumple.

4 puntos Paran ="11111a”, no hay solucin.

8 puntos Sin ="1111ab” entonces ab=4+a+by a,b=2,6

4 puntos Concluir que n = 111126.

Si solo da el nimero sin justiticar que es el menor (2pt)
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Problema 3 (COMITE’) Encuentra todas las parejas de nidmeros reales (x,y) que cumplen
las siguientes dos igualdades

1,3_|_y3:1,
22+ = 1.

Solucién: Notemos que (x,y) = (0,1) y (z,y) = (1,0) son soluciones. Por la segunda
igualdad = e y tienen valor absoluto menor o igual que 1. Ademds, no existe solucién con
x =y, tampoco con x = —1 y tampoco con y = —1. Supongamos que z < y y analicemos
los siguientes casos:

1. Supongamos = > 0, entonces tenemos que 0 < z < y < 1. Por tanto 2% < 22 y 3 < y?
y asi
l=a3+y3 <a?+42 =1,

lo cual es absurdo.

2. De manera similar, si * < 0 entonces 4> = 1 — 2% > 1, luego y > 1, contradiciendo la
segunda ecuacion.

Por tanto la tunica alternativa es * = 0 y entonces y = 1. Concluimos que las tnicas
soluciones son (z,y) = (0,1) y (z,y) = (1,0).

Rix=0,y=1yx=1,y=0
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Problema 4 (MICHOACAN) Encuentra todas las parejas de enteros positivos (a,r) tales
que el nimero N = a® + (a +7)% + (a + 2r)% + (a + 3r)% + (a + 47)? tenga todas sus cifras
1quales.

Solucién: Sea ¢ = a + 2r, entoncesl
N=(c—2r)2+(c—r)++(c+7)?+ (c+2r)? =5+ 10r°

tiene todas su cifras iguales. Como N es divisible entre 5 entonces acaba en 5 o 0. Luego
todas las cifras del N deberan ser 0 o 5. El primer caso implica que N = 0 y en consecuencia
a =1 =0, lo cual es absurdo. En el segundo caso tenemos que % = ¢? + 212 tiene todas sus
cifras iguales a 1. Por tanto, si N/5 tiene tres cifras o mds, entonces N/5 = 111 = 7 mod
8. Sin embargo, dado que los cuadrados son congruentes a 0,1 o 4 mod 8 entonces tenemos
que ¢ + 2k? es conguente a 0,1,2,4 0 6 mod 8, lo cual es contradictorio. Por tanto tenemos
que N/5 =10 N/5 = 11. El primer caso implica k =0 porloquea=b=c=d=e =1,
llegando nuevamente a un absurdo. Finalmente, al resolver ¢? 4+ 2k? = 11 obtenemos ¢ = 3
y k = 1. De este modo, la tinica solucién es la progresion 1,2;3,4,5.

Criterio.

5 pts. Demostrar que 5 divide a N.
10 pts. N=55...50 N =00...0 y descartar (0,0).
5 pts. Encontrar la pareja (1,1).

20 pts. Demostrar que (a,r) # (1,1) no funciona.

Ria=10=2c=3,d=4,e=5




Nombre] SOLUCIONES |Estadof | Nivel

Problema 5 (COMITE’) Un tridngulo ABC' tiene sus vértices sobre una circunferencia con
centro O, ademds se cumple la siguiente propiedad: si O, C' son simétricos con respecto a
C se cumple que ZCC'A = LZABC. Encuentra el valor (en grados) del dngulo ZABC.

Solucién: Sea 8 = ZABC. Consideremos a O’ el centro del circuncirculo de ACC’. Por
la medida del dngulo inscrito Z/OO'A =2/CC'A = 2/ ABC = 2. Tenemos también por ser
isésceles los tridngulos AO'C' 'y AOC, que ZO'AC = ZACO' =90° -3 = LZOAC = ZOCA,
por lo que son congruentes los tridngulos AO'C'y AOC, luego O'C = O'A = OA = OC.
Como Z0CO" = 180° —24, se tiene que ZO'CC’ = 180°—Z0C0O' =2y O'C = OC = CC’
y como O'C = O'C’ (ya que O’ es el centro del circuncirculo de ACC"), luego CC'O’ es un
tridngulo equildtero, de donde ZO'CC’ = 283 = 60°, por lo que 3 = 30°.
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Problema 6 (MIC’HOACAN) Se quiere acomodar 8 piezas como las de las derecha (las
puedes rotar de ser necesario) de menra que se cubra toda la figura de la izquierda. §Cudntos
acomodos diferentes se pueden hacer?

Solucién: Si coloreamos la figura como tablero de ajedrez, notamos que una pieza siem-
pre debe cubrir dos triangulitos negros, o bien dos triangulitos blancos. Contaremos las

maneras de acomodar los triangulitos de cada color y bastara aplicar el principio multiplica-
tivo. La regién blanca se pude llenar con 3 piezas de 2 maneras distintas (ver figura).

A\ A
ANV VAV
VAVAS XA

La region negra se llena con 5 piezas de la siguiente manera: primero se coloca las pieza
que va en el vértice superior del tridngulo —para ello hay dos casos— y se observa que cada
caso se completa de 3 maneras distintas (en la figura se ilustra uno de esos casos). Asf hay
2 x 3 = 6 maneras de llenar la regién negra. Por tanto, la respuesta es 2 x 6 = 12.

AVAVAVA AAVAVAVA

AL A
V. V.V

Criterio.
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3 puntos
10 puntos
3 puntos
8 puntos
8 puntos

8 puntos

Decir que caben 8 y hacer un acomodo como ejemplo.

Decir que se puede colorear con dos colores 6 de un color y 10 de otro.
Decir que cada pieza corresponde a un solo color.

Decir de cuntas maneras se pueden acomodar tres piezas de un color.
Decir cuntas maneras se pueden acomodar las cinco piezas del otro color.

Obtener el resultado correcto por construccin.

‘ EstadO:I:] Nivel
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Problema 7 (TABASCO) Los niimeros creativos son nimeros de 4 cifras abed tales que
los numeros de dos cifras ab, cd son ambos pares. Ademds, la suma de sus digitos es un
numero primo. Por ejemplo, 2018 es niumero creativo, ya que ab = 20 y c¢d = 18 son
numeros pares de dos cifras y la suma 2+ 0414+ 8 = 11 es un numero primo. sCudntos
ndmeros creativos menores o iguales al 2018 hay?

Solucién: Haremos una demostracion por casos. Como abed < 2108 entonces tenemos
que a =1 0 a = 2. Cuando a = 1 entonces tenemos la ecuacién

b+c+d=p—1

Si p = 2, entonces la tnica solucién es b = d = 0, ¢ = 1, por lo que el tnico nimero
creativo en este caso es 1010. Si p es un primo impar, dado que b y d son pares, por paridad
concluimos que ¢ también lo es. Ademds, como cd es un nimero de dos cifras tenemos que
¢ # 0. Por tanto, podemos hacer el cambio de variables b = 2B, ¢ =2(C+1),d=2Dy
transformar la ecuacién anterior en
-3
B+C+D="22"
sujeta a las condiciones 0 < B < 4, 0 < (C < 3,0 < D < 4. Por tanto tenemos que
-3
pT <4+3+4=11y en consecuencia p < 25. La siguiente tabla ilustra los valores

correspondientes a los primos p que cumplen la desigualdad.

p |35 |7 11|13 |17 |19 | 23
210|124 ]5 ]| 7]8]10

«

En cada caso se puede resolver la ecuacién usando el método de separadores y el principio
de inclusién-exclusién. La siguiente tabla muestra todas las posibilidades:

% Soluciones Total
0 @ 1
1 (i) 3
2 (2) 6
4 (5) = () 14
5 ) -10) 2] 10
d ) - 10) + 2] 1
S IR R R
10 | ) =[G +2]+ 2R +G)] ] 3

Asi que hay un total de 67 soluciones en este caso. Finalmente, consideremos el caso a = 2
tenemos que p debe ser impar y las tnicas posibilidades son 2010, 2012, 2014 y 2018. Hemos
probado asi que hay 1 + 67 + 4 = 72 ntmeros creativos.
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Problema 8 (COMITE’) Sea ABCD un cuadrildtero, como se indica en la figura. Muestra
que si los cuatro tridngulos ABC, BCD, CDA, DAB, tienen el mismo perimetro, entonces
ABCD es un rectingulo.

Solucién: Supongamos que a = AB, b= BC,c=CD,d=DA,e=AC vy f=BD. Si
los perimetros de los tridngulos son iguales, se tiene que

a+b+e=b+c+f=c+d+e=d+a+f

Luego
at+e = c+f
b+f = d+e
ct+te = a+f
b+e = d+f

de donde: a—c= f—e=d—b=e— f. Ahora como, f—e = e— f, se tiene que e = f. Luego
a=c, f=e, d=10. Peroun cuadrilatero con lados opuestos iguales y con las diagonales
iguales, tiene que ser un rectangulo.

Criterio.

10 pts. Plantear sus ecuaciones y su igualdad.
12 pts. Utilizar las ecuaciones para ver la igualdad entre los lados.
14 pts. Utilizar las ecuaciones para que las diagonales son iguales.

4 pts. Concluir: como las diagonales son iguales, es rectngulo



